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CWIERCFINAL

. Jarek pokonuje trase z miasta A do miasta B ze stata predkoscig. Gdyby zwiekszyt predkos¢

0 3 m/s, to przybytby do B w czasie 3 razy krétszym. Ile razy krocej bedzie jechat z A do B,
jezeli zwiekszy predko$é o 6 m/s?

Odcinek poprowadzony z wierzchotka trapezu znajdujacego sie przy krétszej podstawie do
dtuzszej podstawy dzieli ten trapez na dwie figury, ktorych pola sa w stosunku 2:3. W jakim
stosunku dzieli on podstawe trapezu, jesli dtugos¢ krotszej podstawy stanowi potowe dhuzszej?

Marek wypisal wszystkie liczby z zakresu od 1 do 100, ktére moga by¢ liczbami krawedzi
graniastostupa prawidtowego. Darek za$ wypisal wszystkie liczby z zakresu od 1 do 100, ktore
moga by¢ liczbami krawedzi ostrostupa prawidtowego. Ile réznych liczb wypisali razem?

Szescian o krawedzi dtugosci 6 przecigto ptaszczyzna przechodzaca przez trzy jego wierzchotki
i niezawierajaca zadnej krawedzi. W ten sposéb otrzymano dwie bryly: mniejsza i wieksza.
Oblicz stosunek objetosci wigkszej bryty do objetosci mniejszej.

Ile dzielnikéw naturalnych ma liczba 201827

Ktéra z liczb jest wieksza i o ile: 21112131415 - 1112131416 czy 11121314152 + 111213141627

W pewnej firmie przed redukcjg zatrudnienia potowe stanowili pracownicy powyzej 50. roku
zycia, a 25% — pomiedzy 30. a 50. rokiem zycia. Po redukeji liczba pracownikéw kazdej z
wymienionych grup zmniejszyta sie o potowe, zas w pozostatych grupach nie ulegta zmianie.
Jaki jest stosunek liczby pracownikéw przed redukcjg do liczby pracownikéw po redukeji?

(a) 3a+5 > 40

49a > 301
Obok podanych jest pie¢ warunkéw dla liczby catkowitej do-

datniej a. Ile jest réwne a, jesli wiemy, ze doktadnie trzy z (c) 20a < 999
podanych warunkéw sa prawdziwe?

Czy mozna znalez¢ 51 réznych liczb dwucyfrowych takich, ze wsrod nich nie ma dwoch liczb
sumujacych sie do 1007

Dwie proste przecinajace okrag o srodku O przecinaja sie w
punkcie P lezacym na zewnatrz okregu. Oblicz miare kata
APC, jesli wiadomo, ze kat srodkowy AOC ma miare 60°, a
kat érodkowy BOD ma miare 30°.
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. Oznaczmy poczatkowa predkos¢ Jarka przez v, za$ czas potrzebny na pokonanie drogi przez t.
Woéwcezas mamy rownanie
t
v+ 3) — = ot,
(v+3);

Oznaczmy czas potrzebny na przejechanie trasy przy predkosci zwiekszonej o 6 m/s przez T.
Wowczas

co oznacza, ze v = 3/2.

(v + 6>T = vt,
co oznacza, ze T’ = %t, czyli ze Jarek zwickszajac predko$é o 6 m/s bedzie jechat 5 razy krocej.

. Oznaczmy trapez przez ABCD, przy czym AB jest dtuzsza podstawa, zas C'D — krotsza. Na
podstawie AB wyznaczamy punkt F taki, ze odcinek CE jest odcinkiem tworzacym podziat
wspomniany w tresci zadania. Figura BEC jest trojkatem. Trojkat ten ma te sama wysokos¢ co
trapez — oznaczmy te wysokos¢ przez h. Wprowadzmy oznaczenia: AB = 2b, BE = ¢, CD = b.
Wowczas pola figur BEC i AEC' D wynosza odpowiednio: 3ch oraz (20— c+b)h = 3(3b—c)h.
Mamy oczywiscie dwa przypadki:

ch:%(3b—c)h:2:3, co daje 3¢ = 6b — 2c, czylic:gb. Zatem (2b—c):c=2:3

1
2
$(3b—c)h: 5ch =2: 3, co daje 9b — 3¢ = 2¢, cayli ¢ = 2b. Zatem (2b—c¢):c=1:9

[
. Liczba krawedzi graniastostupa prawidlowego jest postaci 3n, gdzie n > 3. W takim razie
Marek wypisat liczby 9,12,15,...,99, ktorych jest 31. Natomiast liczba krawedzi ostrostupa
prawidtowego jest postaci 2n, gdzie n > 3, zatem Darek wypisat liczby 6,8, 10, ..., 100, ktérych
jest 48. W sumie wypisali wiec 31 + 48 = 79 liczb, jednak niektére z nich sie¢ powtarzaty. Te
powtarzajace si¢ liczby to liczby postaci 6n, gdzie n > 2, czyli: 12,18, ...,96. Jest ich doktadnie
15. Ostatecznie, Marek i Darek wypisali 79 — 15 = 64 rozne liczby.

. Oznaczmy podstawe sze$cianu przez ABC D, za$ Sciane do niej rownolegla przez A'B'C'D’ (AA’
jest krawedzia). Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze ptaszczyzna tnaca przechodzi przez
B, D oraz A’. W takim razie mniejsza z bryt to ostrostup ABDA', ktérego objeto$é wymnosi
% - 18 - 6 = 36. Poniewaz objeto$¢ catego szescianu jest réwna 216, to objetos¢ wiekszej bryty
wynosi 216 — 36 = 180. Zatem poszukiwany stosunek jest rowny 180 : 36, czyli 5 : 1.

. Poniewaz 2018 = 2-1009 (nalezy uzasadni¢, ze 1009 jest liczba pierwsza), wiec 2018% = 22-1009.
Stad liczba dzielnikéw jest rowna 3 -3 = 9.

. Suma kwadratow jest wieksza o 1. Wystarczy skorzystaé¢ ze wzoru na kwadrat réznicy:

1112131415%+1112131416*—2-1112131415-1112131416 = (1112131415—1112131416)* = (—1)* = 1.

. Niech n oznacza liczbe pracownikéw przed redukcja. Wiemy, ze 0, 5n pracownikéw miato po-
nad 50 lat, wiek 0,25n pracownikow miescit sie pomiedzy 30 a 50 lat, zas pozostatych 0, 25n
pracownikéw miato do 30 lat. Po redukcji zostato wiec % -0,5n + % -0,25n + 0,25n = 0,625n.
W takim razie szukany stosunek wynosi n/0,625n, czyli 8/5.
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Poniewaz a jest liczba catkowita, warunki dane w zadaniu sa réwnowazne nastepujacym:
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Aby zobaczy¢, dla jakiego a doktadnie 3 sposrdéd tych warunkow sg prawdziwe, wystarczy
przedstawi¢ je na osi liczbowej. Otrzymujemy a = 11.
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. Nie mozna. Do uzasadnienia wykorzystamy zasade szufladkowg Dirichleta. Rozmie$émy liczby

dwucyfrowe od 10 do 90 w szufladkach w nastepujacy sposéb: {10,90}, {11,89}, {12,88},
..., {49,51}, {50} (ostatnia szufladka zawiera tylko jedna liczbe). Kolejne liczby: 91,...,99
rozt6zmy do kolejnych szufladek pojedynczo. W ten sposob otrzymalismy 50 szufladek. Jesli
wiec chcemy wybraé¢ 51 réznych liczb, to musimy wzia¢ dwie z jednej szufladki.

Zauwazmy, ze trojkaty AOB i C'DO sa rownoramienne. Suma miar ich katéw przy wierzchotku
O jest rowna 270°, zatem pozostate katy maja wspodlnie 90°, co oznacza, ze suma miary kata
w trojkacie AOB przy wierzchotku A oraz miary kata w trojkacie C' DO przy wierzchotku C
wynosi 45°. W takim razie suma miar katow BAC i AC'D réwna sie 165°, czyli miara kata
APC wynosi 15°.



