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poziom: gimnazjalny
FINAL

Czy istnieje liczba naturalna n taka, ze liczba 2018™ ma doktadnie 2018 dzielnikéw naturalnych?

Z okna domu Antka wida¢ przystanek tramwajowy, na ktérym zatrzymuja sie tramwaje linii 1,
2, 3, 4, 6, 8, 9. Antek nieco sie nudzi i dlatego dla wszystkich trzech kolejno przejezdzajacych
tramwajow liczy iloczyn ich numeréw. Ile réznych nieparzystych wynikéw moze otrzymaé Antek?

. Rozwigz réwnanie 322 + y? = 2zy + 4o — 2.

Na przeciwprostokatnej AB tréjkata prostokatnego ABC zbudowano kwadrat lezacy na zewnatrz
trojkata. Uzasadnij, ze prosta przechodzaca przez $rodek kwadratu oraz wierzchotek C' dzieli kat
AC'B na potowy.

Oblicz sume dtugosci wszystkich wysokosci tréjkata o bokach 10 cm, 24 cm i 26 cm.

Rozstrzygnij, czy liczba
.23 ... 2018!

2-1009!

jest kwadratem liczby naturalnej.

W kazdym wierzchotku o$mioscianu foremnego umieszczono jedna liczbe catkowita nieujemna.
Nastepnie dla kazdej Sciany obliczono iloczyn liczb znajdujacych sie w jej wierzchotkach, a na
koniec dodano osiem otrzymanych iloczynéw i otrzymano 2018. Ile wynosita suma liczb wpisanych
w wierzchotki?

Dany jest okrag O o $rodku S. Z punktu A lezacego poza okregiem poprowadzono dwie potproste
styczne do okregu O w punktach K i L. Nastepnie przez punkt S przeprowadzono prosta, ktora
przecieta potproste AK i AL odpowiednio w punktach P i Q. Wiadomo, ze |AP| = 8, |[AQ| = 15,
zas pole trojkata APQ wynosi 69. Podaj, ile wynosi srednica okregu O.

Dtugosci bokéw pewnego tréjkata ostrokatnego sa kolejnymi liczbami parzystymi. Wysokos¢ po-
prowadzona na $redni co do dhugosci bok, dzieli ten bok na dwa odcinki. Wyznacz réznice ich
dhugosci.

Zmajdz liczby catkowite x,y, z spetniajace nastepujacy uktad rownan:

xzy = 2017 — 2
yz = 2018 — .
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Nie. Rozktadajac na czynniki pierwsze liczbe 2018, otrzymujemy 2018 = 2 - 1009, zatem 2018™ =
2".1009", co oznacza, ze liczba 2018" ma (n+1)-(n+1) dzielnikéw. Warunek w zadaniu sprowadza
sie zatem do réwnania (n + 1)? = 2018, ktére nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych.

Aby iloczyn byt nieparzysty, wszystkie trzy czynniki musza by¢ nieparzyste. Zatem moze otrzymac
7 réznych wynikéw: 1,3, 9,27, 81,243, 729.

Réwnanie to jest réwnowazne réwnaniu 2(z — 1)? + (z — y)? = 0, zatem jedynym rozwigzaniem
jest x =y = 1.

Oznaczmy $rodek kwadratu przez S. Latwo zauwazy¢, ze okrag opisany na trojkacie ABC' prze-
chodzi tez przez punkt S. Co wiecej, zawarte w kwadracie tuki AS i BS sa réwnej dtugosci. Zatem
katy wpisane AC'S i SC'B sg roéwne.

7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wnioskujemy, ze badany trojkat jest prosto-
katny. Zatem dwie jego wysokosci sg rowne przyprostokatnym: 10 cm i 24 cm, a trzeciag mozemy
1

obliczy¢ ze wzoru na pole trojkata: 5 - 26 - h = % -24-10, czyli h = 9% cm. Suma to 43% cm.

Oznaczmy badana liczbe przez A. Z prostej tozsamosci (2n)! = 2-n - (2n — 1)! otrzymujemy
1-21=2-1-(1?2
31-41=2.2-(3!)?
56! =2-3-(5!)?
i tak dalej, co daje
10-20-30. ... 2018! = 21999 1009! - (1! 3!- 5. ... 20172
W takim razie
A=21%(11.31.....2017)% = (2504 (-3 2017!))2,
co oznacza, ze A jest kwadratem liczby naturalne;j.

Oznaczmy liczby umieszczone w wierzchotkach odpowiednio przez a, b, ¢, d, e, f. Wowczas warunek
dany w zadaniu sprowadza si¢ do réwnania (a + f)(b + d)(c + €) = 2018. Poniewaz jedynymi
rozktadami liczby 2018 na trzy nieujemne czynniki sg 1-1-2018 oraz 1-2-1009, to szukana suma
wynosi 2020 lub 1012.

Oznaczmy promien okregu O przez r. Pole trojkata SPA jest réwne % -8 - r, pole trojkata SAQ
wynosi % - 15 - r, a w sumie oba pola dajg pole trojkata PAQ), co sprowadza sie do rownania

1 1

W takim razie r = 6, czyli Srednica okregu O wynosi 12.

Niech dtugosci bokow to: n, n + 2 i n 4+ 4. Oznaczmy wysokos¢ poprowadzong na bok o dtugosci
n+ 2 przez h, a dlugosci odcinkéw, na ktére dzieli ona ten bok przez z iy (x > y). Z twierdzenia
Pitagorasa mozemy napisaé: h>+12% = (n+4)? oraz h?+y? = n?. Odejmujac te réwnania stronami,
otrzymujemy z? — y* = 8n + 16, czyli (z + y)(z —y) = 8(n + 2). Poniewaz z +y = n + 2, to
r—1y=_8.

Odejmujac réwnania stronami, otrzymujemy xy — yz = —1 — z + x, co daje (z — z)(y — 1) = —1.
W takim razie, skoro liczby x — 2 i y — 1 sg calkowite, mamy dwie mozliwosci: albo z — z = 1
iy—1=—-1,albox—2=—-11iy—1=1.7Z pierwszej otrzymujemy x = z+ 1 iy = 0, co po
podstawieniu do rozwazanego uktadu daje x = 2018, y = 0, z = 2017. Z drugiej mamy x = z — 1
iy =2, copo wstawieniu do uktadu daje x = 672, y = 2, z = 673.



