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FINAL

Na rysunku obok przedstawiono prostokat ABCD
oraz punkty M, N — §rodki jego dwdch bokéw. Wy- M p
kaz, ze katy LM BN i £ N PC' sg réwne.

A B

Symbolem n! oznaczamy iloczyn wszystkich liczb naturalnych od 1 do n wlacznie (czyli 5! =
1-2-3-4-5). Wyznacz najwieksza naturalng potege liczby 91, przez ktéra dzieli sie liczba 91!.

. W klasie 6a nauczycielka sprawdzita, kto przeczytal zadana lekture. Okazato sie, ze liczba

dziewczynek, ktére przeczytaty lekture jest rowna liczbie chtopcow, ktorzy jej nie przeczytali.
Czy w tej klasie jest wiecej chtopcow, czy osob, ktore przeczytaty lekture?

Albert zaczal wypisywac¢ jedna za druga kolejne liczby naturalne: 123456789101112..., ale po
napisaniu 2018-tej cyfry znudzil sie i zaprzestat tej, niezwykle interesujacej, zabawy. Ile razy
napisal cyfre 07

c
Na rysunku obok widzimy dwa tréjkaty prostokatne: ABD i D
BCD, przy czym tréjkat BCD jest rownoramienny. Odcinek C'P
jest prostopadty do boku AB i ma dlugo$¢ 3 cm. Oblicz pole
czworokata ABCD.
A [ )
P B

Z lewej strony pewnej liczby dwucyfrowej dopisano cyfre 3, dzigki czemu otrzymano liczbe 21
razy wiekszg od wyjéciowej. Podaj, jaka to byla liczba dwucyfrowa.

Czy istnieja takie niezerowe liczby z i y, ze wérdd nastepujacych czterech liczb: x 4+ y, x — v,
-y, i pewne trzy sa rowne?

Podroz wyciggiem krzesetkowym, w ktorym krzesetka startuja co minute, trwa 20 minut. Ile
krzesetek minie turysta wjezdzajacy wyciagiem na gore, jesli pierwsze krzesetko mija przy
wsiadaniu, a ostatnie przy wysiadaniu?

. Zegarek elektroniczny wyswietla godziny i minuty — przy czym zawsze pokazuje 4 cyfry (czyli

o godzinie 8 : 57 pokazuje 08 : 57). O godzinie 21 : 10 cztery cyfry na wyswietlaczu spetniajg
zasade, ze kazda kolejna cyfra jest niewieksza od poprzedniej. Ile jest takich wskazan zegara,
tzn. speliajacych podana zasade, w ciggu doby?

Z miasta A do miasta B prowadzi tylko jedna droga. Adam moze ja przebyé¢ jadac rowerem
(caly czas z ta sama predkoscia) albo potowe tej drogi przejsé piechota (idac dwa razy wolniej
niz jadac na rowerze) a druga potowe przejechaé¢ samochodem (jadac 10 razy szybciej niz na
rowerze). Ktéry sposéb jest szybszy?
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. Zauwazmy, ze trojkaty DM C oraz AM B sa przystajace (cecha bkb). Podobnie przystajace sa
trojkaty ADN oraz BCN. Oznaczmy £ DCM = LABM = « oraz £DNA = {CNB = j3.
Zauwazmy, ze wtedy L NBC' = 90° — 3, co daje LM BN = 3 — a.. Z drugiej strony LANB =
180° — 20, czyli z sumy katéw dla trojkata N PC

ANPC =180° — (a+ [+ 180° — 20) = — a.
A to konczy dowdd.

. Przede wszystkim zauwazmy, ze liczba 91 = 7-13. W liczbie 91! wielokrotnosci liczby 7 pojawiaja
sie jako czynniki 13 razy (w tym liczba 49 = 7 - 7), zas wielokrotnosci liczby 13 pojawiaja sie
7 razy. Oznacza to, ze w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby 91! wystepuje 14 razy liczba 7
oraz 7 razy liczba 13. Stad liczba 91! jest podzielna przez 917 ale nie jest juz podzielna przez
918, Poszukiwang przez nas najwieksza potega jest 7.

. Wyobrazmy sobie, ze wszystkie dziewczynki, ktore przeczytaty lekture opowiedza ja tym chtop-
com, ktoérzy lektury nie przeczytali — takie dziewczynki mozna potaczy¢ w pary z odpowiednimi
chtopcami (jest ich tyle samo). Tym samym kazdy chlopiec albo przeczytal lekture sam albo
ustyszat o niej od dziewczynki — i kazdy z nich poznal lekture z jednego tylko Zrédta. Stad
chtopcow jest doktadnie tyle samo ile oséb, ktore przeczytaty lekture.

. Najpierw zastanowmy sie na ktorej liczbie skonczyt Albert. Na pewno nie byta to liczba dwucy-
frowa, gdyz do wypisania wszystkich liczb jedno- i dwucyfrowych potrzebowatby 9+2-90 = 189
cyfr. Przed nim wiec do napisania jeszcze 2018 — 189 = 1829 cyfr. Gdyby to byly same liczby
trzycyfrowe, to napisatby ich 1829 : 3 = 609%. Wypisal wiec liczby trzycyfrowe od 100 do 608
oraz dwie poczatkowe cyfry liczby 609.

Policzmy teraz zera: wsréd liczb dwucyfrowych mamy 9 zer. Wsréd trzycyfrowych — w kazdej
pelnej setce mamy 2 + 9 4+ 9 = 20. Zas od 600 do liczby 608 mamy 10 zer. I jeszcze jedno na
samym koncu (druga cyfra liczby 609) daje nam

94+5-20+10+4+1=120
Zer.

. Dorysujmy odcinek C'E jak na rysunku — jako odcinek réwnolegly do odcinka AB, gdzie punkt
FE nalezy do przedtuzenia odcinka AD.

A

Zauwazmy, ze trojkaty DEC oraz C'PB sa przystajace (maja te same katy oraz przeciwprosto-
katne tej samej dtugosci). A to oznacza, ze CP = C'E = 3 cm. Zauwazmy, ze poniewaz trojkaty
DEC oraz CPB sg przystajace, to pole czworokata ABC' D réwne jest polu kwadratu APCE.
Stad pole to wynosi 9 cm?.
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Dopisanie z lewej strony cyfry 3 oznacza, ze liczba zostata powiekszona o 300. Musi to by¢
jednak réwniez wielokrotnos¢ liczby 21. Wielokrotnosci liczby 21 pomiedzy 300 a 400 to: 21-15 =
315. 21-16 = 336, 21-17 = 357, 21 - 18 = 378 oraz 21 - 19 = 399. Tylko pierwsza z nich spekia
warunki zadania. Poszukiwang liczbg dwucyfrowa jest wiec 15.

Warto zauwazy¢, ze dla niezerowych liczb nigdy nie bedzie x + y = z — y. Na pewno wiec
rowne musza by¢ liczby x - vy, g Jezeli liczbe x - y zapiszemy jako utamek o mianowniku y, to
zauwazmy, ze musi byé xy? = x, co oznacza, ze y = 1 badZz y = —1. Wtedy  moze byé¢ dowolna
liczba r6zna od 0. Jednak gdyby y = 1, to ani suma x + y ani réznica  — y nie bedzie réwnata
si¢ x dla niezerowego y. Co oznacza, ze y = —1. Szukamy wiec takiej liczby z, ze x — 1 = —x
lub x + 1 = —x. Takie liczby na szczescie istnieja — mamy wiec x = %, y=—11lub x = —%,
y=—1.

. Wyobrazmy sobie, ze w momencie, a ktérym turysta wsiada na krzesetko robimy zdjecie catego

wyciggu ,z lotu ptaka”. Widzimy, ze na trasie do gory jest 21 réwnomiernie rozmieszczonych
krzesetek — podobnie na trasie w d6t. W punktach wsiadania i wysiadania spotykaja sie¢ krze-
setka jadace w obu kierunkach. Puszczamy teraz maszyne w ruch — krzesetka jada naprzeciwko
siebie i mija¢ sie beda co pét minuty. Stad podczas 20 minut bedzie doktadnie 41 takich ,mi-
niec”.

Oczywiscie jesli pierwsza wyswietlang cyfra jest 0, to jedynym uktadem spetniajacym warunki
zadania jest 00 : 00. Jesli pierwsza cyfra jest 1, to kolejne musza by¢ nierosngcymi ciagami
ztozonymi z 1 oraz 0. Mamy wiec cztery mozliwosci 10 : 00, 11 : 00, 11 : 10 oraz 11 : 11.
Podobnie z dwdjka na poczatku mamy uklady z samymi cyframi 0 i 1 (cztery takie uktady),
z doktadnie dwoma dwéjkami na poczatku (3 takie uktady), z trzema dwdjkami na poczatku
(dwa uktady) i godzine 22 : 22. Ostatecznie mamy 1+ 4 +4 + 3 + 2+ 1 = 15 takich wskazan.

Pierwszy. Zauwazmy, ze juz po przejsciu potowy trasy piechota Adam straci na to tyle czasu
ile na pokonanie catej trasy rowerem. Czas spedzony w samochodzie bedzie juz czasem, o ktory
drugi sposob jest gorszy niz pierwszy.



